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Predhovor 3

Predhovor

Tento ucebny text je ur€eny posluchidcom prvého roc¢nika bakalarskeho Studia Strojnickej
fakulty Technickej univerzity v KoSiciach a tematicky je orientovany na predmety Aplikovana
matematika a Matematika II. Rovnako dobre vSak moze poslizif posluchd¢om Fakulty banic-
tva, ekoldgie, riadenia a geotechnoldgii a Hutnickej fakulty Technickej univerzity v Kosiciach.

V ucebnom texte st uvedené podstatné teoretické poznatky potrebné ku rieseniu tuloh,
rieSené priklady a ulohy na riesSenie tykajice sa integralneho poctu funkcie jednej redlnej pre-
mennej (uréity integral a jeho aplikacie), diferencidlneho poc¢tu funkcie viac premennych, di-
ferencidlnych rovnic a integralneho poctu funkcie viac premennych. Obsah je dostatoénym
zakladom pre $tidium a tspesné absolvovanie spominanych predmetov.

Obom recenzentom prof. RNDr. Jozefovi DoboSovi, CSc. a RNDr. Janovi BuSovi, CSc.
dakujeme za dosledné postdenie tejto uéebnej pomocky. Ich cenné pripomienky, rady a odpo-
rucania prispeli ku zvyseniu kvality tejto publikacie.

V Kosiciach 16.10.2010 Autori
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Kapitola 1
Urcity integral

1.1 Pojem urcéitého integralu

Majme funkciu f a interval (a, b), ktory je podmnozinou definiéného oboru funkcie f. Nech je
funkcia f ohrani¢end na intervale (a,b). Ak xg, x1, 22, ..., x, su Cisla, pre ktoré plati

a=z0<x1 <T9<...<xp =,

hovorime, Ze je dané delenie D intervalu (a,b). Deliace body rozdeluju interval (a,b) na n

¢iastoénych intervalov (xg,z1), (x1,22), ..., (Tn_1,2,). Oznaéme Az; dlzku i-tého intervalu,
n

tj. Ax; = x; —xi—1, pre t = 1,2,... ,n. Zrejme > Ax; = b — a. Nech &, &, ..., &, si redlne
i=1

¢isla a nech &1 € (g, 1), & € (x1,22),. .., &1 € {Xn_1,7,). Cislo

n

Sp(D) =) f(&)Ax;

=1

nazyvame integralnym suctom funkcie f pre delenie D intervalu (a,b) a pre dani volbu ¢isel

&1, &2, ..., &, (skratene pre dana volbu ¢isel £) Ak D je delenie intervalu (a,b), ¢islo ||D|| =
Y
/] / /
, / xr
O| a=z¢ & 1 & x2 & rs &4 x4=D

Obr. 1.1:

max{Axy, Axs, ..., Ax,} nazyvame normou delenia D. Ak je pre kazdé prirodzené ¢islo n
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dané jedno delenie D,, intervalu (a, b), hovorime o postupnosti deleni {D,,}°° ; intervalu (a,b).
Takutto postupnost deleni {D,,}>2 ; intervalu (a, b) nazyvame normdlnou, ak lim || Dyl = 0.
n—0o0

Definicia 1. Cislo I nazjvame urcitym integralom funkcie f na intervale {a,b), ak pre kaZdi
normdlnu postupnost {Dy,}72 , deleni intervalu (a,b) a pre kazdi volbu éisel £ je
lim Sy (Dy) = 1.

n—oo

Urdity integrél funkcie f na intervale (a,b) oznacujeme

b
[ f@ e,

kde a je dolnad hranica integradlu a b je hornéd hranica integralu. V pripade, ze na intervale
(a,b) je f(x) > 0, tak hodnota urc¢itého integralu funkcie f na intervale (a,b) je rovna obsahu
krivoc¢iareho lichobeznika uréeného osou o,, grafom funkcie y = f(x) a intervalom (a,b) (vid
obr. 7?).

=
&

Obr. 1.2:

Definicia 2. Hovorime, Ze funkcia f je integrovatelnd na intervale {(a,b), ak existuje urcity
integrdal funkcie f na intervale (a,b). Ak tento integral neexistuje, hovorime, Ze funkcia f nie

a,b).

—~

je integrovatelnd na intervale

b
Ak teda je funkcia f integrovatelnd na intervale (a,b), tak jej uréity integral [ f(z)dz je
a

také ¢islo, ze pre kazdd normalnu postupnost deleni {D,,}72 ; intervalu (a, b) a pre kazda volbu
Cisel & plati

b
/ f(z)dz = lim S;(Dy).

Uvedena definicia uréitého integralu pochédza od B. Riemanna, preto sa zvykne hovorit
o Riemannovom, prip. Cauchy-Riemannovom integrale.



1.2. VLASTNOSTI URCITEHO INTEGRALU 9

1.2 Vlastnosti uréitého integralu

Veta 1. Ak si funkcie f a g integrovatelné na intervale (a,b), tak aj funkcia
f + g je integrovatelnd na {(a,b) a plati

b

/[f(x)Jrg(ﬂf)] dx = /bf(x) dx+/bg(x) dzx.

a

Veta 2. Ak je funkcia f integrovatelnd na intervale (a,b) a c je konstanta, tak aj funkcia cf
je integrovatelnd na {(a,b) a plati

b

/cf(m)dx = c./bf(x)dx.

a

Veta 3. Ak je funkcia f integrovatelnd na intervale {(a,c) a na intervale {(c,b), tak je inte-
grovatelnd aj na (a,b) a plati

/bf(z)dx:/cf(z)dx+/bf(x)dg;,

Veta 4. Nech je funkcia f integrovatelnd na intervale (a,b) a nech na intervale (a,b) je
f(x) > 0. Potom

/bf(m)dx > 0.

Veta 5. Nech si funkcie f a g integrovatelné na intervale {(a,b) a nech na intervale {a,b) plati
f(x) > g(x). Potom

b b
/f(x)d:cZ/g(x)dx.

Veta 6. Nech je funkcia f integrovatelnd na intervale (a,b). Ak na intervale {(a,b) plati
m < f(z) < M, tak
b
m(b—a) < /f(x)dx <M(b—a).
a

Veta 7. Ak je funkcia f integrovatelnd na intervale (a,b), tak aj funkcia |f| je integrovatelnd
na {(a,b) a plati

/bf(x)dl‘ < /blf(fc)l dz.

1.3 Postacujice podmienky integrovatelnosti funkcie

Veta 8. Ak je funkcia f spojitd na intervale (a,b), tak je na tomto intervale integrovatelnd.

Definicia 3. Hovorime, Ze funkcia f je na intervale (a,b) po ciastkach spojitd, ak
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e na intervale {(a,b) existuje iba koneény pocet bodov, v ktoriych je funkcia f nespojitd
e v kazdom bode intervalu (a,b) existuje koneénd limita funkcie f zlava i sprava
e v bode a existuje konecna limita funkcie f sprava

e v bode b existuje konecnd limita funkcie [ zlava

Veta 9. Ak je funkcia f po ciastkach spojitda na intervale {(a,b), tak je ma tomto intervale
integrovatelnd.

1.4 Newton-Leibnizov vzorec

Nasledujica veta poskytuje Newton-Leibnizov vzorec, najic¢innejsi nastroj na vypocet urcitych
integralov.

Veta 10. Nech funkcia f je integrovatelnd na intervale {(a,b). Nech funkcia F je spojitd na
intervale (a,b) a nech je na intervale (a,b) primitivnou funkciou k funkcii f. Potom

Priklad 1. Vypodcitajme integral /(53:4 — 8z + 3) dx.

Riesenie.
2
2
/(5:1:4—8J:+3)d:v: 2% — 427 + 32 1:2574.2%3-2—((71)574-(71)2+3.(71)) -
21
=32-16+6—(—1—4—3)=22+8=30.

4
1
Priklad 2. Vypoditajme integral / Tt dx.
NI
Riesenie.
4 4 3 144 3 4
T+ 1 1 _1 r2 T2 2z2 1
/ / 7+— dx—/(w2+x 2>dx: 5+t = +2z2| =
2 2 3 1
1 1

2 — 2 2 1 2 2
1
Priklad 3. Vypoditajme integral /*dx
LV ypocta) B 222 + 11z + 12
0
Riesenie.

Funkcia pod integralom je rydzoracionalna funkcia. Primitivnu funkciu k nej ndjdeme rozkla-
dom na parcialne zlomky.
1

/ 1
de —
/2x2+11m—|—12 / 23:—1—3 :c+4 0/( x—|—4) .

0




1.4. NEWTON-LEIBNIZOV VZOREC

2x + 3
r+4

= [In|2z+3| —Injz +4] ], = [ln

)

1
Priklad 4. Vypocitajme integral / tg? z dz.

us

k]

3 3 4
—lnlflni—flnz—lng.

RiesSenie.
i i 9 i 9 i
1-— 1 z
/thxdx:/SHledx:/ °r Idxz/( . —1)dx=[tgx—x]iw
cos? x cos? x cos? x 1
- - - -
B T ( 1+7r> - 7r74—7r
N 4 4) 2 2
Ulohy

V dlohach 1.1 — 1.50 vypocitajte urcity integral.

2
1.1 /(39[;2 — 2z +1)dx

dz

3
1.6/39(:4—1—21;32—:(:—1
T
1

1.9 (@—2ﬁ+ \/S) dz

1
0/
’ 1
1.10 / (\/Zt— ) dt
J NG

P24 597
1.11 /735"1013:
X
1

2
1.12 /|1 —z|dx
0

3
1.13 / |1 — 3z| dx
0

2
114/ 1
’ 2z — 1

1

for—1
1.15/ S P

1
0
2243

2x +
4
1.16/
T — 2

3

dx

dx
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3 5
1.17 /63 dx 1.30 /tgmdx
0

1.19 /3@‘ (4437 de

0

1.20 /(29” +3%)?dz

o

1.21

(@]

@)

)
N

x

B

INE)

1
1.22/ ——dz
7\_Sll’ll‘

1

INE

sin®z 4 5sin?z - cosz — 3

1.23
/ sin?

k]

1.24

O\MA

13

1.25 /sin 4rdx

126/3 452111 T
cos

g
1.27 /sin2§d$
0

1.28 [ sin®xdx

O\MA

1.29 /COS pdp

M:l

dx

2
(4sin:c + 3cosz — 2) dx
cos? x

3sinx
131/5 dz

—cosx
; 5

1.32 —d
O/x2 +9 o

1
1.33 —d
/1x2+2x+2 v

1

: 1
134 | ———d
/x2+2x+5 v

135/ 1 d
. —  _dzx
) 422 + 42 +5
136/ ! d
. —dz

kA vz +16
137/ 1 d
. —dz

J V16 — 22

1

1.38/—

J Vb +4dr — x?

1
1.39/—
] V2 42z 42

dx

dx

1
1.40 /—dx
I Va2 + 4z + 20

1
141 /— dt
V2 + 3t — 2t2

1.42 / ! dz
Viax? + 20z — 7
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1 1
1.43/ dzx 1.47/7&’17
x4+ 22 x2 —2x —8
1 2
2 1 2
X
1.44 —d 1.48 —d
1/x2+2x . 1/x2+3x+2 v
+1 ’
i
1.45
/:c3—m2 / —|—3x— dz
1 1 +3
— — .flf X
146/33”5 21, 150/ .
1+ 2)2 / (x+1)(z24+1)

1.5 Stredna hodnota funkcie na intervale

Definicia 4. Nech funkcia f je integrovatelnd na (a,b). Strednou hodnotou funkcie f
na intervale {(a,b) nazgvame cislo
b
— [ @
— x)dx

Veta 11. Nech je funkcia g nezapornd a integrovatelnd na {(a,b). Nech je funkcia f spojitd
a {(a,b). Potom existuje cislo & € (a,b) také, Ze

b

/ f@)g(a)da = £(6) [ gla) da.

a

1.6 Integral ako funkcia hornej hranice

Ak je funkcia f integrovatelnd na (a,b) a ¢ je lubovolné éislo z intervalu (a, b), tak moézeme na
intervale (a, b) definovat funkciu F' takto:

Fla) = / (b dt

Podobne mézeme na intervale (a,b) definovat funkciu G(z) vztahom

Glz) = / F(b) dt

Funkciou G(z) sa vSak Specialne zaoberat nebudeme, pretoze G(x) = —F'(z) pre kazdé

x € (a,b).
Veta 12. Ak je funkcia f integrovatelnd na (a,b), tak funkcia F je spojitd na {(a,b).

Veta 13. Ak je funkcia f spojitd na (a,b), tak na intervale (a,b) je funkcia F diferencovatelnd
a plati F'(x) = f(x) .
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1.7 Substituéna metéda a metoda per partes

Pri vypocte uréitych integralov pomocou Newton-Leibnizovho vzorca potrebujeme najst prim-
itivnu funkciu. Tt Casto pocitame substituénou metédou alebo metéddou per partes. Odvodime
si vzorce, ktoré ndm umoznia pocitat priamo uréité integraly tymito metédami.

Veta 14. (SUBSTITUCNA METODA)

Nech je funkcia f spojita na intervale (a,b). Nech je funkcia (t) spojitd a md spojiti derivdciu
¢/ (t) na intervale («, B). Nech pre kazdé t € («,B) je ¢(t) € {a,b). Nech a = ¢(a) a b= p(B).
Potom

b B
[s@da= [ flewie

8
1
Priklad 1. Vypocitajme inte rél/ dx
yp J g J Stz
Riesenie.
_ 42
; 1 1+dx_;tdt / 1 /
xr = 3
dx = = [ —-2tdt=2 1dt=2[t]’"5=2(3 - V2).
/\/1+£E v ti=vV1+1=v2 /t / 2 ( \[>
1 ta=vI+8= 3| V2 V2
%
Priklad 2. Vypocitajme integral /C083 x-sinxdz
0
Riesenie.
cosr=t
bl —sinzdr=dt 0 I AN 1
/cos3:c-sin:cdx: sinx dr = —dt :—/t3dt:/t3dt: —| ==-(1-0)=-.
4 4 4
0 ti=cos0 =1 1 0 0
to=cos 5 =0
62
. e o Inz
Priklad 3. Vypocitajme integral / ———dx
z(Inz +1)
e
RieSenie.
¢ 1 11r;x:gt Pt fre1-1
nx ~dr= -
———dr = | 7 =) —dt= | ——dt =
/x(lnx+1) . tj=Ine =1 1/tJrl 1/ t+1
e

to=Ine2=2Ilne =2

2
1 ) P
1
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In2
Priklad 4. Vypodcitajme integral / ver —1dx

RiesSenie.
e’ —1=t2
erdx = 2tdt
e dp — 20de Foootdt [ i1,
Ver —1dz = T / / dt—2/ ——dt =
/e . 241 241 2 +1
t1= eO—1 =0 0
to=veln2 —1=1

1
:2/(1—752_'_1) dt:2[t—arctgt](1]:2(1—arctg1—0+arctg0):2<1_Z) —9_

Veta 15. (METODA PER PARTES)
Nech funkcie f a g maji spojité derivdcie f'(z) a ¢'(x) na intervale {(a,b). Potom

b

b
[ F@)g @) dw = (@@ - [ £l da

a

jus

Priklad 5. Vypocitajme integral / 8x cos 2z dx

Riesenie.
f@) = 8z, ¢(x)= cos2
/

1

1 . I 1

/8x cos2zxdx =

s 1 s
= [4zsin2z]; — /4s1n 2xdx = [431; sin 2z — 4 (—2 Ccos 2:1:)} = [4zsin 2z 4 2 cos 2]} =
0

—4.

Z-sm( '4>+2C08<2‘4)—(0+2COSO)—7T'1+2'0—0—2-1—7T—2.

Priklad 6. Vypocitajme integral /(:U +1)Inzdx

Riesenie.
2

/(w%—l)lnxdmz’

| [(g]-
_1/315 (‘”’;H«) de = [(f—k:ﬁ)lnx]l—l/(;—i-l) de = K"’jm)lnx— (“j+x>]1:

1 1
:4-ln2—(1—|—2)—<2-1n1—4—1):41n2—3+4—|—1=41n2—1.

f@) = e, g@)= o+l
Pla) = L gw= g+
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Ulohy

V dlohéch 1.51 — 1.111 vhodnou substitticiou vypocitajte urcity integral.

8
1.51/\/1+:L’d:l:
3
9
1.52 /\3/x—1dx
2
0
1
1.53 /7(3117
(2 —3z)3
41
2
T
154 | ————d
1/(:1:2+4)2 x
T
1.55 /7dx
Jova+a?

x
1.56/7d:v
/ V1—22

4
1.57 /x\/ 16 — z2dx
0

R
1.58 /p\/R2 —p2dp
0

1
1.59 ——dx
0/ V2z+1+1

T
1.60/ d
] vtz v
3
IGI/Ed
. J NS

2
1.62 /x\/Q —zdx
1

1

T
1.63/7d
. Vo —4x v

d(x
168/
3+ V(r—2
169/ L d
. ——dz
\ V2xr+3+4+2

1
1.70/7d
[ o+ V-1 o

4
1

1
1.72/x3-\/2—x2dx
0
173/ 1 d
. —dzx
) zvVz? -1
2

1
1.74/—da:
/ zvVr2 4+ 5x +1

URCITY INTEGRAL
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arcsin
1. 75/
N x2

arctgx _
1.76
/ 1 —|—m2

e
1.77 /Cos(lnx) dz
xr

e
]
1.79 / 2P 4p
P

e
1.80 / 1 +tlnt dt

1

dx

1
1.81/7
J zvV1+1Inx

e
1.82 / vithe
X

1

1
183/ ne

1
1.84/7&1:
1 V1 —1n?z

Inz
185/ dz
1—|—1n x)

2
1.86 /e_ZIJrl dz

e
0

In3

g
1.95 /(C083 x +sinz - cosx) dx
0

x x
1.96 in—-cos—d
/sm 5 " CoS 5 dz

ISTE)

1.97 / sint - cost dt

w\:\

w[x

1.98 /sin3tdt

s

1.99 /tg3 rdx
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%
1.105 /&dx
) (1+sinz)?

11
1.106/—2-sm—d1:
T T

s

1107/S1n :c

sin 2x
1.108
/ 1+cos2z

" 1
1.109 / ——dx
J 1+ cosz

4
1.110/7da¢
/ 3+ 5cosz

VB

sinx

1.111

dzx.

6 —5cosx + cos?x

V tlohach 1.112 — 1.150 metédou per partes vypocitajte urcity integral.

1.112 [ 2z.e*dx

o—_

1

1.113 /a:-eh" dz
0
1

1.114 /9.%-63” dz
0

1.115 /x - 3% dx

1.116 (2—x) 3T dy

|
w\»—t\o

1.117 /(5 —4x) - el dx

1.118 | - cosxdx

~—c T

1.119

[NIE]

1.120 | z-sin2z dx

O\m\:

2m "
1.121 /t - sin 3 dt
0

(4r — 1) - cosz dz
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1.122/2:c+1 -sin 2z dz
0

1.123 /(335 —1)-sin3zdz

s
6

1.124 /233— -cos2zxdz
0

1.125 /Zx. sin? z dx

[NIE]

2
1.126 /:c~c0s2:cdx

In2
1.127 / 2% e dx

1.128 /(9952 —1)-e3da

oy

1.129 /tQ.sintdt

1.130 -cos 2z dx

O\MA

€
1.131 /lnxdx

1.132 /ln(erl)dx

e+2
1.133 /ln(x—Q)da:
3

2
1.134 /ZL‘ -Inzdx
1

1.135 /xQ-lnxdaz
Inx
1.136 /—dx

64
1.137 /\/:Elna:da:
1

1
1138/de

e
1.139 /1n2xd:c
1.140 /arctgxda:
1.141 /arccotgmdx

1
1.142 /x -arctg x dx
0

1.143 /x2 -arctgx dx

1.144 | arcsinxzdz

S —

1.145 / arcsmx
' J \/1+:1:

1.146/arcs1n:v)2da:

3
1.147/ ° _da
COSs“ X
6



